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7 運動量と角運動量

この章では運動量と角運動量の保存則について、次章ではエネルギーの保存則について論ずる。
これら保存則は質点系の運動を論ずる場合に有力であるので、きちんと理解して欲しい。

7.1 質量中心と運動量

7.1.1 質量中心

N 個の質点からなる質点系を考える。i番目の質点の質量をmi、位置ベクトルを �riとおくと運
動方程式は、

mi
d2�ri

dt2
= �Fi +

∑
j �=i

�fij (i = 1, · · · , N) (7.1)

と書ける。ここで、�Fiは i番目の質点に質̇点̇系̇外̇から働く力で、外力と呼ばれる。これに対して、
�fij は i番目の質点に j 番目の質点が及ぼす力で、質点系内の質点間の力なので内力という。
一般に、内力の総和

∑
j �=i

�fij は全ての質点の位置によるから、式 (7.1)は 3N 次元の連立 2階微
分方程式となる。N が少しでも大きくなると、最新のスーパーコンピューターを用いても、この
連立方程式を解くことは困難である1。しかしこのような複雑な場合も、この質点系の運動に対し
て、いくつかの性質は簡単に知ることができる。
式 (7.1)の両辺を全ての質点について和をとると、

N∑
i=1

mi
d2�ri

dt2
=

N∑
i=1

�Fi +
N∑

i=1

∑
j �=i

�fij (7.2)

となる。ここで、右辺第 2項の内力の和には、必ず �fij と �fjiが 1度ずつ現れる。作用・反作用の
法則から

N∑
i=1

∑
j �=i

�fij =
N∑

i=1

∑
j>i

(�fij + �fji) = 0 (7.3)

であるので、右辺第 2項は 0になり、

N∑
i=1

mi
d2�ri

dt2
=

N∑
i=1

�Fi (7.4)

を得る。
そこで、全質量M と全外力 �F をそれぞれ

M =
N∑

i=1

mi
�F =

N∑
i=1

�Fi (7.5)

と書き、位置ベクトル

�rG =
1
M

N∑
i=1

mi�ri (7.6)

1例えば、1モルの気体分子を考えると、3 × 6 × 1023 次元の連立方程式を解く事になる。
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で与えられる点を質量中心(重心)と呼ぶ。このとき、式 (7.4)は重心の運動方程式

M
d2�rG

dt2
= �F (7.7)

を与える。これは質量中心に全質量が集中していて、そこに全外力が集中している 1質点の運動
方程式に等しい。
質点系の運動において、重心の運動を知るだけでも大変貴重である。たとえば、打ち上げ花火

が空中で爆発して破片が飛び散る際、破片がどの範囲に落ちるか (どの範囲を立ち入り禁止にすべ
きか) といった事が議論できる。これについては問題で検討してもらう。

7.1.2 運動量

運動量 �pは、質点の質量mと速度 �vの積

�p = m�v (7.8)

で定義されるベクトル量である。運動量を用いると運動方程式は

d�p

�dt
= �F (7.9)

と書ける。両辺を t1から t2 まて積分すると

�p(t2) − �p(t1) =
∫ t2

t1

�Fdt (7.10)

となる。右辺

I(t2, t1) =
∫ t2

t1

�Fdt (7.11)

を、時刻 t1から t2の間に働いた力 �F の力積という。式 (7.10)は

運動量の変̇化̇は、その間に働いた力積に等しい

ことを意味している。
バットでボールを打つときに働くような瞬間的な力を撃力という。力が瞬間的であるので、運

動の詳細を時々刻々追うことは出来ない ( �F の時間依存性の詳細を知らない為)。しかし、力積の
ような積分量は衝突の前後の運動量の変化として測定しうる量である。したがって撃力などに対
しては、運動方程式を式 (7.10) の形で用いると便利な場合が多い。
さて、質点系では、各質点のもつ運動量の総和

�P =
∑

i

�pi =
∑

i

mi�vi (7.12)

を全運動量と呼ぶ。式 (7.6)を時間で微分して、式 (7.12)と比較すると

�P = M�vG = M
d�rG

dt
(7.13)



7.1. 質量中心と運動量 37

M

V
v

µ

図 7.1: ロケットの運動。

を得る。ここで �vG = d�rG/dtは重心の速度であり、重心運動の方程式は

d �P

dt
= �F (7.14)

と表される。
質点系に働く外力の総和が 0(見かけ上、外力が働かない)の場合、

d �P

dt
= 0 (7.15)

であるので、

�P は時間によらず一定

を得る。特に、外力が全く働かない系を孤立系とよび、法則

孤立系の運動量は保存する (時間によらず一定)

が成り立つ。これを運動量保存則という。たとえば、宇宙全体の運動量は宇宙開闢以来一定である。

ロケットの運動 運動量保存の例題として、無重力中でのロケットの運動を考える。時刻 t = 0で
質量M、速度 0のロケットが、単位時間当り質量 μの燃料をロケットから見て速さ vで噴射して
推進するときの、時刻 tでのロケットの速度 V (t)を求める (図 7.1参照)。
外力が働かないので、運動量は保存する。時刻 tでのロケットと、t + Δtでのロケットと燃料

に対する運動量保存則は

(M − μt)V (t) = [M − μ(t + Δt)]V (t + Δt) + μΔt(V (t) − v) (7.16)

で与えられる。ここで (V (t)− v)は燃料の、慣性系 (ロケットの速度を記述している系) での速度
である。式 (7.16)を整理して、

(M − μt)(V (t + Δt) − V (t)) = μΔt(v + V (t + Δt) − V (t)) (7.17)

となる。両辺をΔtで割って、Δt → 0とすると、方程式

(M − μt)
dV

dt
= μv (7.18)

を得る。式 (7.18)の一般解は
dV

dt
= −v

1
t − M/μ

(7.19)
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より、
V (t) = −v log |t − M/μ| + C (C は積分定数) (7.20)

である。初期条件からC = v logM/μであるので、V (t)は、

V (t) = v log
M

M − μt
(7.21)

と求められる。
各人、V (t)と tの関数としてグラフに描いて、ロケットの加速の様子を理解せよ。

7.1.3 実験室系と重心系

ビリヤードで、静止している球に別の球をぶつけた際の運動を論じる場合、我々は一般にビリ
ヤード台が静止している座標系 (=標的の球が静止している座標系)で考える。このような座標系
を実験室系(標的静止系) と呼ぶ。この座標系は通常慣性系と考えられるが、このような衝突問題
を考える際には、必ずしも最良の慣性系ではない (慣性系は 1つではないことに注意せよ)。
実験室系でみて、質量m1の質点 1が速度 �v1で飛んできて、静止している質量m2の質点 2に

衝突し、衝突後、質量m3、速度 �v3と、質量m4、速度 �v4の 2つの質点 3、4となって飛び去った
場合を考える (図 7.2左参照)。全質量M は衝突の前後で保存するものとし、

M = m1 + m2 = m3 + m4 (7.22)

とする。この 2質点において、衝突の際働くのは内力のみであるから、全運動量 �P は衝突の前後
で等しく、

�P = �p1 + �p2 = �p3 + �p4

= m1�v1 + m2 × 0 = m3�v3 + m4�v4

= M�vG

(7.23)

である。ここで、�piは質点 iの運動量である。したがって、重心の速度 �vGは

�vG =
m1

M
�v1 (7.24)

となる。
ここで、重心に座標原点をとり、重心と共に実験室系に対して一定速度 �vGで動いている座標系

を考える (図 7.2右参照)。この座標系を重心系という。�vGは一定であるので、重心系も慣性系で
ある。重心系での物理量にダッシュ(′)をつけて実験室系での物理量と区別する。位置ベクトル �r ′

および速度ベクトル �v ′には
�r ′ = �r − �rG �v ′ = �v − �vG (7.25)

の関係がある。ここで、重心の実験室系での位置ベクトル �rGは

�rG =
m1�r1 + m2�r2

M
=

m3�r3 + m4�r4

M
(7.26)

である。
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図 7.2: 実験室系 (左)と重心系 (右)。

重心系での運動量は、式 (7.24)–(7.26)から

�p1
′ = m1�v1

′ = m1

(
�v1 − m1

M
�v1

)
=

m1m2

M
�v1 = μ�v1

�p2
′ = m2�v2

′ = m2

(
�v2 − m1

M
�v1

)
= −m1m2

M
�v1 = −μ�v1

(7.27)

となる。ここで、
μ =

m1m2

M
=

m1m2

m1 + m2
(7.28)

を 2質点 1,2系の換算質量という。式 (7.27)より、重心系での全運動量は

�P ′ = �p1
′ + �p2

′ = 0 (7.29)

となる。このことは、重心系で重心が静止していることからも直ちにわかる。運動量保存則は任
意の慣性系で成立するから、重心系でも

�P ′ = �p1
′ + �p2

′ = �p3
′ + �p4

′ = 0 (7.30)

が成り立つ。したがって、
�p3

′ = −�p4
′ (7.31)

となって、重心系で考えると容易である (見通しがよい)問題は多い。
実験室系での結果が必要な場合は、式 (7.26)を用いて重心系での物理量から実験室系での物理

量を求めればよい。

7.2 ベクトルの内積と外積

7.2.1 内積

内積は、2つのベクトル量から 1つのスカラー量をつくる演算である。2つのベクトル �A、�Bの
なす角を θとして、

�A · �B = | �A|| �B| cosθ (7.32)

で定義される。成分表示では、 �A = (Ax, Ay, Az)等とすると、

�A · �B = AxBx + AyBy + AzBz (7.33)
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である。
内積は以下の交換則と分配則を満足する。

交換則 �A · �B = �B · �A

分配則 �A · ( �B + �C) = �A · �B + �A · �C

7.2.2 外積

外積は、2つのベクトル量から 1つのベクトル量をつくる演算である。2つのベクトル �Aと �B

外積を �A × �Bと書く。2つのベクトル �A、 �Bのなす角を θとして、外積の大きさは、

| �A × �B| = | �A|| �B| sin θ (7.34)

で定義される。向きは、�Aと �Bのつくる面に垂直で、 �A、�B、 �A× �Bが右手系をなす向きである。
成分表示では、

( �A × �B)x = AyBz − AzBy ( �A × �B)y = AzBx − AxBz ( �A× �B)z = AxBy − AyBx (7.35)

である。
外積は以下の交換則と分配則を満足する。

交換則 �A × �B = −�B × �A

分配則 �A × ( �B + �C) = �A × �B + �A × �C

7.3 角運動量

7.3.1 角運動量と力のモーメント

空間のある点Pに 1つのベクトル �Aが与えられたとき、ある特定の点Oを定め、“点Oのまわ
りのベクトル �Aのモーメント”を、

(�rP − �rO) × �A (7.36)

で定義する。ここで、�rP、�rOはそれぞれ点P、O の位置ベクトルである。特に、位置ベクトル �r

の点にいる質点の運動量 �pのモーメント

�l = (�r − �rO) × �p (7.37)

を、この質点の点Oのまわりの角運動量という。またこの質点に力 �F が働くとき

�N = (�r − �rO) × �N (7.38)

を、点Oのまわりの力のモーメントという。
以下では表現を簡単にするために、点Oを座標原点とする。したがって、“点Oのまわり”は “

原点のまわり”の意味となる。さらに簡単のために、この形容詞句も省略する。しかし、モーメン
トを考えるときは、どの点のまわりかということは大切な要件なので忘れないこと。
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図 7.3: 角運動量。

1質点の運動を考えると、角運動量の時間的変化は、

d�l

dt
=

d

dt
(�r × �p) =

d�r

dt
× �p + �r × d�p

dt

= m

(
d�r

dt
× d�r

dt

)
+ �r × m

d2�r

dt2
= �r × �F = �N

(
∵ d�r

dt
× d�r

dt
= 0
)

(7.39)

であるから、
d�l

dt
= �N (7.40)

を得る。特に、 �F と �rが平行なら、 �N = 0となり、角運動量 �lは時間的に変化しない (保存する)
ことがわかる。

7.3.2 角運動量と力のモーメントの直感的意味

図 7.3に示すような運動を考える。質点は微小時間 dtに、点Pから点Qまで �vdtだけ移動する。
点Oのまわりに質点の描いた面積、すなわち△OPQの面積 dSは

dS =
1
2
|�r × �vdt| (7.41)

である (外積の定義から、外積の部分は
−→
OPと

−→
PQの作る平行四辺形の面積であることに注意すれ

ば直にわかる)。したがって、角運動量の大きさは、

|�l| = m|�r × �v| = 2m
dS

dt
(7.42)

となる。dS/dtは、質点が点 Oのまわりに単位時間に描く面積 (面積速度)である。したがって、
角運動量は質点の点Oのまわりの回転の度合いを与える。また、外積の定義より、�l ⊥ �rかつ�l ⊥ �v

であるので、各瞬間、質点はその時刻の角運動量に垂直な平面内を運動している。�lの向きは、こ
の平面内で、点 Oを中心として質点のまわっている方向を表している (質点の運動方向に右ねじ
をまわすと、�lの方向にねじが進む)。
つぎに、図 7.4のように質点に力 �F が働くと、力のモーメント �F は図のように �rと �F に垂直な

方向を向いている。力 �F は、質点を �N に垂直な平面内で点Oのまわりにまわそうとするので、角
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図 7.4: 力のモーメント。

運動量が変化する。このように、角運動量の変化を生じさせる力の能力を表すのが力のモーメン
トで、式 (7.40)の意味である。
� �

� �

てこの原理で良く知られた

(腕の長さ)×(力の大きさ)

が、まさに力のモーメントの大きさを表している。ここで、(腕の長さ)は r sin θである。

7.3.3 質点系の角運動量

N 個の質点からなる質点系を考える。系の全角運動量�Lは、

�L =
∑

i

�li =
∑

i

�ri × �pi =
∑

i

mi�ri × �vi (7.43)

と表される。�Lの時間微分を計算すると、

d�L

dt
=

∑
i

mi

(
d�ri

dt
× �vi + �ri × d�vi

dt

)
=
∑

i

mi�ri × d�vi

dt

(
∵ d�ri

dt
× �vi = �vi × �vi = 0

)

=
∑

i

ri × (質点 iに働く力) =
∑

i

ri × ( �Fi +
∑
j �=i

�fij) (7.44)

となる。内力の部分に着目すると、作用・反作用の法則より、∑
i

∑
j �=i

�ri × �fij =
∑

i

∑
j>i

(�ri − �rj) × �fij (∵ �fji = −�fij) (7.45)

となる。
2質点 i、j間に働く力が、その質点間を結ぶ方向に働くとき、このような力を中心力という。い

ま、内力が中心力であるとすると、�fij // (�ri − �rj)であるから、式 (7.45)で内力のモーメントの和
は 0となって、

d�L

dt
= �N , �N =

∑
i

�ri × �Fi (7.46)
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を得る。ここで、 �N は外力のモーメントの総和である。特に孤立系 ( �Fi = 0)では、 �N = 0である
から、

d�L

dt
= 0 (7.47)

となる。すなわち、法則

孤立系では、内力が中心力なら系の全角運動量は保存する

を得る。これを角運動量保存則という。

7.3.4 重心運動の分離

ここまでは、空間に固定された座標系 (実験室系)で角運動量を議論してきた。ここでは、この
角運動量が “座標原点のまわりに重心のもつ角運動量”と “重心のまわりに各質点のもつ角運動量”
の和に分解されることを示す。
重心の位置ベクトルを �rG、重心を基準点とする質点 iの位置ベクトルを �ri

′とすると、

�ri
′ = �ri − �rG (7.48)

である。ここで

∑
i

mi�ri
′ =

∑
i

mi�ri −
∑

i

mi�rG = 0
(

∵ �rG =
∑

i mi�ri∑
i mi

)
(7.49)

であるから、�riは全ては 1次独立ではない。ここで、全角運動量 �Lを �ri
′と �rGで表すと、

�L =
∑

i

mi�ri × d�ri

dt
=
∑

i

mi(�ri
′ + �rG)× d(�ri

′ + �rG)
dt

=
∑

i

�ri
′ × mi

d�ri
′

dt
+ �rG ×

(∑
i

mi

)
d�rG

dt
+
∑

i

mi�ri
′ × d�rG

dt
+ �rG × d

dt

∑
i

mi�ri
′ (7.50)

となるが、第 3及び 4項は式 (7.49)から 0である。従って、

�L = �LG + �L′

�LG = �rG × M
d�rG

dt
= �rG × �P

�L′ =
∑

i

�ri
′ × mi

d�ri
′

dt
=
∑

i

�ri
′ × �pi

′
(7.51)

とまとめられる。ここで、�LGは座標原点のまわりの重心の角運動量であり、�L′は系の重心のまわ
りの角運動量である。�L′はまた内部角運動量とも呼ばれる。
外力のモーメントも同様に、

�N = �NG + �N ′

�NG = �rG × �F = �rG ×
∑

i

�Fi

�N ′ =
∑

i

�ri
′ × �Fi

(7.52)
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と分解できる。�NGは重心に全外力が作用したとみなしたときの座標原点のまわりの全外力のモー
メントであり、 �N ′は重心のまわりの外力のモーメントの総和である。
さて、式 (7.51)で �LGの式を時間で微分すると、

d�LG

dt
= M

(
d�rG

dt
× d�rG

dt

)
+ �rG × d �P

dt
= �rG × �F = �NG

(
∵ d�rG

dt
× d�rG

dt
= 0
)

(7.53)

であるので、
d�L

dt
= �N =⇒ d�LG

dt
= �NG および

d�L′

dt
= �N ′ (7.54)

と分解される。特に孤立系では、

�LG=一定 かつ �L′=一定

となり、重心の持つ角運動量と内部角運動量という 2つの保存量を得ることができる。

7.3.5 例題:ケプラーの面積速度一定の法則

太陽のまわりの地球の運動を考える。地球を質量m1、位置ベクトル r1の質点 1とし、太陽を
質量m2、位置ベクトル r2の質点 2とする。両者の間には万有引力

�f12 = −G
m1m2

|�r1 − �r2|2
�r1 − �r2

|�r1 − �r2| = −�f21 (7.55)

のみが働き、他の天体の影響はないとする。定数 Gは万有引力定数と呼ばれ、G=6.67 × 10−11

N · m2/kg2である。(�r1 − �r2)/|�r1 − �r2| は太陽から地球に向かう単位ベクトルである。したがって、
�f12は中心力であり、この 2質点は内力が中心力で外力が働かないから、内部角運動量が保存し、

�L′ =一定 (7.56)

が成り立つ。
ここで、太陽に対する地球の相対位置ベクトル

�r = �r1 − �r2 (7.57)

を導入すると、

�r1
′ = �r1 − �rG = �r1 − m1�r1 + m2�r2

m1 + m2
=

m2

m1 + m2
�r

�r2
′ = �r2 − �rG = − m1

m1 + m2
�r

(7.58)

であるので、内部角運動量 �L′は

�L′ = �r1
′ × m1

d�r1
′

dt
+ �r2

′ × m2
d�r2

′

dt
=

m1m2

m1 + m2
�r × d�r

dt

= �r × μ
d�r

dt
(7.59)

と書ける。ここで、μは換算質量である。
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図 7.5: 面積速度一定の法則。

2質点系では、

�p = μ
d�r

dt
(7.60)

を相対運動の運動量、
�L′ = �r × �p (7.61)

を相対運動の角運動量という。
地球の公転の面積速度は、

dS

dt
=

1
2

∣∣∣∣�r × d�r

dt

∣∣∣∣ =
μ

2
|�L′| (7.62)

であるから、内部角運動量保存則は、面積速度が一定であることを表している。これがケプラー
の惑星運動の面積速度一定の法則である。�L′=一定は、単に地球の描く面積が一定であるのみな
らず、地球と太陽が常に定ベクトル �L′に垂直な平面内で平面運動することを主張している (図 7.5
参照)。
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