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8 エネルギー

数学的準備の後に、エネルギーについて論ずる。エネルギーについては、1質点の場合と質点系
の場合を分けて論ずる。

8.1 数学的準備 III

8.1.1 偏微分

一般の多変数関数 f(x1, x2, · · · , xn)において、1つの変数 xiを除く他の全てを固定し、xiにつ
いて f を微分したもの

∂f

∂xi
≡ lim

Δxi→0

f(x1, x2, · · · , xi + Δxi, · · · , xn) − f(x1, x2, · · · , xi, · · · , xn)
Δxi

(8.1)

を、f の xiに関する偏微分と呼び、左辺のような記号で表す。ここで、∂は “ラウンド・ディー”、
“ラウンド・デルタ”、“デル”、“ラウンド”、“パーシャル”などいろいろな呼び方をする。

8.2 1質点の場合

8.2.1 仕事と運動エネルギー

1質点に対する運動方程式

m
d2�r

dt2
= �F (8.2)

の両辺と速度 d�r/dtの内積

m
d2�r

dt2
· d�r

dt
= �F · d�r

dt
(8.3)

をとり、さらに
d

dt

[
1
2
m

(
d�r

dt

)2
]

= �F · d�r

dt
(8.4)

と変形する。両辺を時刻 tAから tB まで積分すると、

T (tB) − T (tA) = W (tB , tA) , T (t) ≡ 1
2
m

(
d�r(t)
dt

)2

, W (t, t0) ≡
∫ t

t0

�F (t′) · d�r(t′)
dt′

dt′ (8.5)

となる。ここで、T (t)を時刻 tでの運動エネルギー、W (t, t0)を時刻 t0 から時刻 tまでの間に力
�F がした仕事という。また、各時刻における単位時間当りの仕事

dW (t, t0)
dt

= �F · d�r

dt
(8.6)

を仕事率という。式 (8.5)から、仕事W (tB, tA)は(
無限小時間 dt間の微小変位

d�r

dt
dtの大きさ

)
×
(
その時刻に働いた力 �F (t)の変位方向の成分

)
(8.7)

を、時刻 tAから tB の間について足し合わせたものに等しい。
式 (8.5)は、運動エネルギーの増分は、その間に質点になされた仕事に等しいことを意味し、広

義のエネルギー保存則を主張している。
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図 8.1: 線積分。

8.2.2 保存力、位置エネルギー

質点に働く力が位置だけの関数で、時間にはよらない場合を考える。このとき、力は

�F = �F (�r) (8.8)

と空間の各点 �rの関数として与えられる。空間の各点に力 �F が与えられているという意味で、こ
の力全体を力の場と呼ぶ。この場合の用に、空間の各点にベクトルが与えられているとき、その
ベクトル全体をベクトル場という。また、空間の各点にスカラー量が与えられているときはスカ
ラー場という。
力の場 �F (�r)が与えられた空間内で、質点を点 Aから点 Bまで、ある道筋 Cに沿って動かした

とする。そこで、道筋を図 8.1のようにN 等分して、

W (C) = lim
N→∞

N−1∑
i=0

�F (�ri) · (�ri+1 − �ri) (8.9)

で定義される量を考える。ここで、�riは i番目の点の位置ベクトル、�r0 = �rAは始点 Aの位置ベ
クトル、�rN = �rB は終点 Nの位置ベクトルである。この量を、ベクトル場 �F (�r)の曲線 C に沿っ
た線積分と呼び、

W (C) =
∫

C

�F (�r) · d�r (8.10)

と書く。この線積分は、時刻 tA に A点を出発して、時刻 tB に B点に到達したとすると、仕事
W (tB , tA)に等しい。したがって、W (C)は質点が曲線Cに沿って動いたとき、力の場 �F (�r)がし
た仕事といえる。
線積分W (C)が、始点Aと終点Bの位置だけで決まり、途中の経路Cによらないとき、この力

を保存力という。このとき、線積分W (C)は始点 Aと終点Bのみを指定して、

W (tB , tA) =
∫ B

A

�F (�r) · d�r (8.11)

と書かれる。
例えば、図 8.2にように水平面上の質量mの物体を斜面上の高さ hのP点に引き上げる場合を

考える。引きあげる道筋はいろいろ考えられるが、そのとき要する仕事は常にmghで道筋によら
ない。したがって、重力は保存力である。
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図 8.2: 物体を斜面上の P点に持ち上げるいろいろな道筋と仕事。

保存力の場 (保存力場) �F (�r)が与えられたとき、ある基準点PSを定めると、空間の点P(その位
置ベクトル �r)の関数として、

V (�r) ≡ −
∫ P

PS

�F · d�r (8.12)

が定義できる1。この V (�r)を質点が �rにいるときの質点のもつ位置エネルギー(またはポテンシャ
ル・エネルギー)と呼ぶ。
ここまでは保存力場 �F (�r)から位置エネルギー V (�r)を線積分により導入したが、ここからは、

逆に位置エネルギーの微分操作から力が求まることを示す。正規直交座標系で考えると、位置エ
ネルギーは 3変数 (x, y, z)の関数 V (x, y, z)として表される。x方向にΔxだけ離れた 2点 Aと B
を考えると (�rB − �rA = Δx�ex)、点Bと点 Aでの位置エネルギーの差は

V (x + Δx, y, z)− V (x, y, z) = −
∫ B

PS

�F · d�r −
(
−
∫ A

PS

�F · d�r
)

= −
∫ B

A

�F · d�r (8.13)

となる。線積分を x軸に平行な直線上で行うと

V (x + Δx, y, z)− V (x, y, z) = −
∫ x+Δx

x
Fx(x′, y, z)dx′ (8.14)

となる。Δx → 0の極限を考えると、

−
∫ x+Δx

x
Fx(x′, y, z)dx′ → −Fx(x, y, z)Δx (Δx → 0) (8.15)

であるので、

Fx = − lim
Δx→0

V (x + Δx, y, z)− V (x, y, z)
Δx

= −∂V

∂x
(8.16)

となる。y、z方向についても同様に、

Fy = −∂V

∂y
Fz = −∂V

∂z
(8.17)

と、位置エネルギーの偏微分で与えられる。これは、スカラー場 V (�r)から、ベクトル場 �F (�r) を導
く微分演算である。ベクトル (∂V/∂x, ∂V/∂y, ∂V/∂z)を gradV (または �∇V )とか書く。すなわち、

gradV (�r ) = �∇V (�r ) =
∂V

∂x
�ex +

∂V

∂y
�ey +

∂V

∂z
�ez (8.18)

である。
1積分が経路による場合は、点 P だけの関数にならないことに注意。
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以上から、保存力場 �F (�r)は、

�F (�r ) = −grad V (�r ) = −�∇V (�r ) (8.19)

と表される。V (�r )は力を導き出す潜在能力を表す量であるという意味で、ポテンシャルとも呼ば
れる。

例 1：重力ポテンシャル 重力 �F は、鉛直上向きを z軸の正方向にとると、

�F = m�g = −mg�ez (8.20)

である。原点を、ポテンシャルの基準点PSにとると

V = −
∫ P

0
(−mg�ez · d�r) = mg�r · �ez = mgz (8.21)

となる。これを、重力ポテンシャル、または重力の位置エネルギーという。

例 2：単振動の位置エネルギー 1次元の単振動では、変位を xとすると力は

F = −kx (8.22)

である。x = 0をポテンシャルの基準点にとると、位置エネルギーは

V = −
∫ x

0
(−kx)dx =

1
2
kx2 (8.23)

となる。
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図 8.3: 点Aから Bに向かう 2つの経路 C1と C2。

8.2.3 保存力の必要十分条件

図 8.3のように、点AからBに向かう任̇意̇の 2つの経路をC1、C2とする。�F が保存力ならば、∫
C1

�F · d�r =
∫

C2

�F · d�r (8.24)

である。Bから AにC2を逆にたどる経路を C̄2とすると、線積分の定義から明らかに、∫
C̄2

�F · d�r = −
∫

C2

�F · d�r (8.25)

である。
Aから経路 C1で Bに行き、Bから経路 C̄2 で Aに戻る経路を C1 + C̄2と書くことにする。す

ると、∫
C1+C̄2

�F · d�r =
∫

C1

�F · d�r +
∫

C̄2

�F · d�r =
∫

C1

�F · d�r −
∫

C2

�F · d�r = 0 (∵ (8.24)および (8.25))

(8.26)
を得る。任意の A、Bに対する任意の経路 C1、C2を考える時、式 (8.26)は任意の閉経路に対し
ての �F の線積分が 0を主張しており、 ∮

�F · d�r = 0 (8.27)

と書かれる。◦印はある閉経路に沿って積分することを意味している。式 (8.27)が力 �F が保存力
であるための必要十分条件である。

8.2.4 力学的エネルギー保存則

質点が保存力場を運動しているとする。位置エネルギー V (�r(t))の時間変化は、

dV

dt
=

∂V

∂x

dx

dt
+

∂V

∂y

dy

dt
+

∂V

∂z

dz

dt
= −�F · d�r

dt
(8.28)

であるから、保存力が質点にする仕事と位置エネルギーの間には、

W (t, t0) =
∫ t

t0

�F (t′) · d�r(t′)
dt′

dt′ =
∫ t

t0

(
−dV

dt′

)
dt′ = V (t0) − V (t) (8.29)
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図 8.4: 単振動の場合の、全エネルギーE0の位置エネルギー V と運動エネルギー T への分配と運
動可能領域。

の関係がある。従って、

W (tB, tA) = T (tB) − T (tA) = V (tA) − V (tB) (8.30)

であるが、移行して
T (tA) + V (tA) = T (tB) + V (tB) (8.31)

を得る。これは、力が保存力なら、運動エネルギーと位置エネルギーの和

E = T + V (8.32)

は時間によらず一定である (保存する)ことを意味している。これを、力学的エネルギー保存則と
いい、Eを質点のもつ全力学的エネルギーという。

例：単振動 単振動の全力学的エネルギーは

E =
1
2
m

(
dx

dt

)2

+
1
2
kx2 =

1
2
m

[(
dx

dt

)2

+ ω2
0x2

]
ω2

0 =
k

m
(8.33)

と書ける。
図 8.4のように、横軸に変位、縦軸にエネルギーをとる。位置エネルギー V = kx2/2を描く

と、全力学的エネルギー E = E0 が与えられたとき (図中横線)、位置エネルギー V と運動エネ
ルギー T の分配の様子が直ちにわかる。また、運動エネルギーは常に 0か正であるので、運動は
−x0 ≤ x ≤ x0(kx2

0/2 = E0)の範囲に限られる。したがって、x0 が振幅であることは直ちにわ
かる。

8.3 質点系の場合

8.3.1 運動エネルギーと仕事

質点系の運動方程式、

mi
d2�ri

dt2
= �Fi +

∑
j �=i

�fij (i = 1, · · · , N) (8.34)
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の両辺と速度 d�ri/dtの内積をとり、全質点の和をとると

∑
i

mi
d2�ri

dt2
· d�ri

dt
=
∑

i

�Fi · d�ri

dt
+
∑

i

∑
j �=i

�fij · d�ri

dt
(8.35)

を得る。ここで、作用・反作用の法則を用いて書き直すと、

d

dt

[∑
i

1
2
mi

(
d�ri

dt

)2
]

=
∑

i

�Fi
d�ri

dt
+
∑

i

∑
j>i

�fij · d�rij

dt
(8.36)

となる。ここで、
�rij ≡ �ri − �rj (8.37)

は、質点 iの質点 jに対する相対ベクトルである。左辺の [ ]内は、質点 iの運動エネルギー

Ti ≡ 1
2
mi

(
d�ri

dt

)2

=
1
2
mi�v

2
i (8.38)

の全質点についての総和で、質点系の全運動エネルギー

T ≡
∑

i

Ti =
∑

i

1
2
mi

(
d�ri

dt

)2

(8.39)

である。
式 (8.36)の両辺を時刻 tAから tB まで積分して、

T (tB) − T (tA) =
∑

i

Wi(tB , tA) +
∑

i

∑
j>i

Wij(tB, tA) (8.40)

Wi(tB, tA) ≡
∫ tB

tA

�Fi · d�ri

dt
dt (8.41)

Wij(tB, tA) ≡
∫ tB

tA

�fij · d�rij

dt
dt (8.42)

となる。Wi(tB, tA)は質点 iに外力 �Fiがした仕事で、式 (8.40)の左辺第 1項は、質点系に外力のし
た全仕事を表す。他方、Wij(tB , tA)は質点 iと質点 jの間に働く内力のした仕事である (Wij = Wji

に注意)。

8.3.2 内力のポテンシャル

内力 �fijが相対位置ベクトル�rijのみの関数の場合を考える。相対位置ベクトルの変化�rij
A → �rij

B

に対して、その変化の経路 Cに沿った線積分、∫
C

�fij · d�rij (8.43)

が、経路 Cによらないとき、内力 fij を保存力という。
そこで、相対位置ベクトル �rij の関数 �vij を、基準相対位置 �rij

S から �rij までの任意の経路の線
積分

vij(�rij) ≡ −
∫ �rij

�rij
S

�fij(�rij
′) · d�rij

′ (8.44)
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で定義する。1質点系の場合と同様に、

�fij = −grad�rij
vij(�rij) (8.45)

である。ここで、grad�rij
は、�rij について grad(�∇)をとるという意味である。式 (8.45)の意味で、

vij を内力のポテンシャルという。
さて、相対位置ベクトル �rij を成分表示すると、

xij = xi − xj yij = yi − yj zij = zi − zj (8.46)

である。grad�rij
は

grad�rij
=

∂

∂xij
�ex +

∂

∂yij
�ey +

∂

∂zij
�ez (8.47)

を意味している。vij を、(xi, yi, zi, xj, yj, zj)の関数とみて、xiで偏微分すると、

∂vij

∂xi
=

∂vij

∂xij

∂xij

∂xi
+

∂vij

∂yij

∂yij

∂xi
+

∂vij

∂zij

∂zij

∂xi
=

∂vij

∂xij
(∵式 (8.46)) (8.48)

となる。yi、ziで偏微分した場合も同様であるので、

grad�ri
vij = grad�rij

vij = −�fij (8.49)

を得る。したがって、質点 iに働く力を求めるには、内力、外力を問わず一般にポテンシャルの �ri

についての−gradをとればよい。そこで、内力の全ポテンシャルを

v(�r1, · · · , �rN) =
∑

i

∑
j>i

vij (8.50)

で定義すると、質点 iに働く内力は、∑
j �=i

�fij = −grad�ri
v(�r1, · · · , �rN) (8.51)

となり、1質点の場合と同じ形になる。

8.3.3 中心力のポテンシャル

ここで力が中心力の場合のポテンシャルを求める。力は、

�fij = f(rij)
�rij

rij
rij = |�rij| (8.52)

と書ける。ポテンシャルは

vij = −
∫ �rij

�rij
S

f(rij
′)

�rij
′ · d�rij

′

rij
′ (8.53)

である。ここで、|�r |2 = r2の両辺の無限小変化を考えると、

|�r + d�r |2 − |�r |2 = (�r + d�r ) · (�r + d�r ) − �r · �r = 2�r · d�r + |d�r | 2

(r + dr)2 − r2 = 2r dr + (dr)2
(8.54)
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であるので、1次の微小量までで、

�r · d�r = r dr → �r

r
· d�r = dr (8.55)

の関係を得る。式 (8.55)を式 (8.53)に代入すると、�rij の大きさ rij のみの関数となり、

vij(rij) = −
∫ rij

rij
S

f(rij
′)drij

′ (8.56)

で与えられる。
基準点 PSとしては、しばしば無限遠点 (rij

S = ∞)が採用される。このとき、

vij(rij = ∞) = 0 (8.57)

である。

例 1：万有引力ポテンシャル 質量miとmj を持つ 2質点間に働く万有引力は

�fij = −G
mimj

rij
2

�rij

rij
(8.58)

であるから、ポテンシャルは無限遠点を基準点として、

vij = −
∫ rij

∞

(
−G

mimj

rij
2

)
drij = −G

mimj

rij
(8.59)

で与えられる。これを万有引力ポテンシャルという。

例 2：クーロン・ポテンシャル 電荷 eiと ej を持つ 2質点間に働くクーロン力 (静電気力)は

�fij = k
eiej

rij
2

�rij

rij
(kは単位系による定数) (8.60)

であるから、ポテンシャルは無限遠点を基準点として、

vij = −
∫ rij

∞

(
k
eiej

rij
2

)
drij = k

eiej

rij
(8.61)

で与えられる。これをクーロン・ポテンシャルという。

8.3.4 質点系の力学的エネルギー保存則

質点系のエネルギーと仕事の関係は、外力のした仕事と内力のした仕事を用いて、

T (tB) − T (tA) =
∑

i

Wi(tB , tA) +
∑

i

∑
j>i

Wij(tB, tA) (8.62)

と表される。内力を保存力とするとき、内力の全ポテンシャル、

v(t) =
∑

i

∑
j>i

vij(�rij(t)) (8.63)
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を、この質点系の時刻 tにおける内部位置エネルギーという。内力のポテンシャルと内力のした仕
事の間には、

wij(t2, t1) = vij(�rij(t1)) − vij(�rij(t2)) (8.64)

の関係がある (仕事をした分、ポテンシャル・エネルギーが減少する)。この関係を式 (8.62)に代
入すると、

T (t2) − T (t1) =
∑

i

Wi(t2, t1) +
∑

i

∑
j>i

[vij(�rij(t1)) − vij(�rij(t2))]

=
∑

i

Wi(t2, t1) + v(t1) − v(t2) (8.65)

であるので、結局
[T (t2) + v(t2)] − [T (t1) + v(t1)] =

∑
i

Wi(t2, t1) (8.66)

を得る。これが内力が保存力である場合のエネルギー収支で、系の全エネルギーの増減は、外力
のした仕事に等しいことを主張している。
さらに外力も保存力であるならば、外力 �Fi のポテンシャルを Vi、全系の外力による位置エネル

ギーを
V (t) =

∑
i

Vi(�ri(t)) (8.67)

とする。外力のポテンシャル (位置エネルギー)と外力のした仕事の間には、

Wi(t2, t1) = Vi(�ri(t1)) − Vi(�ri(t2)) (8.68)

の関係がある (仕事をした分、ポテンシャル・エネルギーが減少する)。この関係を式 (8.66)に代
入すると、

T (t2) + v(t2) + V (t2) = T (t1) + v(t1) + V (t1) (8.69)

となる。この式は、質点系の全力学的エネルギーを

E = T + v + V (8.70)

と定義すると、

内力も外力も保存力であるならば、質点系の全力学的エネルギーは保存する

ことをあらわしている。
ここで、

V = v + V (8.71)

を質点系の位置エネルギーという。

−grad�ri
V = −grad�ri

∑
j

Vj(�rj) − grad�ri

∑
i

∑
j>i

vij(�rij)

= �Fi +
∑
j �=i

�fij (8.72)

であるから、質点系の運動方程式は、

mi
d2�ri

dt2
= −grad�ri

V (i = 1, · · · , N) (8.73)

と表される。
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8.3.5 重心運動の分離

角運動量の場合と同じように、重心運動と内部運動に分けてエネルギーを表現してみる。
重心の位置ベクトルを �rG、重心に対する相対位置ベクトルを �ri

′とすると、全運動エネルギーは、

T =
∑

i

1
2
mi

(
d�ri

dt

)2

=
∑

i

1
2
mi

(
d�rG

dt
+

d�ri
′

dt

)2

=
1
2

(∑
i

mi

)(
d�rG

dt

)2

+
∑

i

1
2
mi

(
d�ri

′

dt

)2

+
d

dt

(∑
i

mi�ri
′
)

· d�rG

dt

=
1
2
M

(
d�rG

dt

)2

+
∑

i

1
2
mi

(
d�ri

′

dt

)2
(

∵
∑

i

mi�ri
′ = 0

)
(8.74)

である。右辺第 1項は重心運動のみによるので、

TG =
1
2
M

(
d�rG

dt

)2

(8.75)

を重心運動の運動エネルギーという。第 2項は重心に対する相対運動のみで表されているので、

TI =
∑

i

1
2
mi

(
d�ri

′

dt

)2

(8.76)

を内部運動の運動エネルギーという。したがって、全運動エネルギーは、重心運動と内部運動エ
ネルギーの和

T = TG + TI (8.77)

に分解できることが分かる。
質点系の全エネルギーは、

E = TG + TI + V + v = {TI + v}+ TG + V (8.78)

で与えられる。�rij = �ri − �rj = �ri
′ − �rj

′であるので、{ }内の部分

E = TI + v (8.79)

は重心に対する相対座標とその速度のみで表される。そこで、Eを質点系の内部エネルギーという。
特に孤立系では V = 0とおける。また重心運動は、

M
d2�rG

dt2
= 0 (∵ V = 0より �F = 0) (8.80)

であるから、1質点の場合と同様に、
TG =一定 (8.81)

である。全力学的エネルギー保存則と合わせると、

E = TI + v =一定 (8.82)

を得る。すなわち、孤立系では内部エネルギーが保存する。
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