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11 原子核の変形と集団運動
本章では、原子核の変形と、集団運動に対応する回転励起について概観する。

11.1 電気四重極モーメント
前章で見たように、閉殻近傍の奇核の磁気モーメントは、殻模型から期待されるシュミット値

で良く再現される。しかしながら、閉殻近傍にない一般の原子核では、実験値はシュミット値か
ら有意にズレる (2本のシュミット線の間にある)。原子核の形状に関係する電気四重極モーメント
(以下四重極モーメント)も、以下の通り同様の傾向を示す。
まず四重極演算子は、

Q = 2z2 − (x2 + y2) = r2(3 cos2 θ − 1) =

√
16π

5
r2Y20(θ,φ) (1)

である。四重極モーメントQは、そのm = jの状態に対する期待値、

Q = ⟨jm = j|r2(3 cos2 θ − 1)|jm = j⟩ =
√

16π

5
⟨jj|r2Y20(θ,φ)|jj⟩ (2)

で定義される。定義から、球形であれば ⟨x2⟩ = ⟨y2⟩ = ⟨z2⟩よりQ = 0であるのに対して、量子化
軸である z軸方向に延びていればQ > 0であり、このような形状をプロレート形または葉巻形と
呼ぶ。逆に量子化軸である z軸と垂直な xy面方向に膨れていればQ < 0であり、このような形状
をオブレート形まはたパンケーキ形と呼ぶ。
球対称の閉殻の外を 1個の陽子が回っているとして、四重極モーメントQ+を計算してみる (添

え字の “+”は閉殻に陽子が 1個加わっていることを表す)。陽子が占有している軌道を (jm)、状
態を |jm⟩とすると、以前見たように、

|jm⟩ = Rnlj(r)
∑

ms

⟨lml
1

2
ms|jm⟩Ylml

(θ,φ) |1
2
ms⟩ (3)

であるので、式 (2)に代入して積分を実行すると (計算の詳細は章末参照)、

Q+ = −2j − 1

2j + 2
⟨r2⟩ (4)

となる。ここで、⟨r2⟩は r2の期待値で、

⟨r2⟩ =
∫ ∞

0
r4{Rnlj(r)}2 dr (5)

で与えられる。
⟨r2⟩のおおよその値を得るために、動径波動関数 Rnlj(r)は半径 R = r0A1/3の球内で一様で、

球外では 0と仮定すると、

⟨r2⟩ =
∫ R
0 r4 dr
∫ R
0 r2 dr

=
3

5
R2 =

3

5
r20A

2/3 (6)

であるので、

Q+ = −2j − 1

2j + 2

3

5
r20A

2/3 (7)
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11.2 原子核の変形 11 原子核の変形と集団運動

図 1: 奇核に対する四重極モーメ
ントの実験値Qexp と式 (8)による
計算値の比。縦の破線は魔法数を
示す。魔法数から離れると、実験
値は計算値から大きく外れること
が分かる。また、実験値の符号か
ら原子核はプロレート形 (葉巻形)

に変形していることが分かる。

を得る。
ここまでは閉殻の外を 1個の陽子が回っている場合を考えてきたが、今度は閉殻から 1個の陽

子を取り除いた状態 (陽子空孔状態と呼ぶ)を考え、その四重極モーメントを Q−とおく (添え字
の “−”は閉殻から陽子を 1個取り除いたことを表す)。1個の陽子を加えると球対称な閉殻になり、
四重極モーメントが 0になるので、

Q− +Q+ = 0 → Q− = −Q+ = +
2j − 1

2j + 2

3

5
r20A

2/3 (8)

を得る。
図 1に、奇核に対して四重極モーメントの実験値Qexpと計算値 |Q±|の比をいろいろな原子核

に対して計算した結果を示す 1。175
71Lu(ルテニウム)を例にとると、1g7/2の陽子空孔状態と考えら

れるので、

Q− = +15.7 fm2 (9)

となる。一方、実験値はQexp = +349 fm2であり、単純な予想の約 22倍となり、陽子の単一粒子
(単一空孔)模型では大きな実験値を説明出来ない。

11.2 原子核の変形
上記の通り、閉殻から離れた原子核の持つ大きな四重極モーメントは、陽子の単一粒子模型 (た

だ 1個の陽子 (または陽子の空孔)が四重極モーメントに関与する模型) では説明出来ない。ここ
で、四重極モーメントの定義に立ち戻ると、演算子は原子核の球形からのズレに対応し、積分は
原子核全体 (=全ての核子)に対してであるので、

原子核が球形ではなく変形していれば、球形からズレた部分の陽子「全て」が四重極
モーメントに寄与するので、陽子の「単一」粒子模型の数十倍程度の値になり得る

ことが予想される。以下、図 2に示すように、長軸の周りに回転した回転楕円体に変形した原子
核で、どのくらいの数の陽子が四重極モーメントに寄与するか簡単に見積もってみる。

1全ての原子核を “閉殻 ±1”とみなして計算している。
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11.2 原子核の変形 11 原子核の変形と集団運動

図 2: 四重極 (回転楕円体)変形核の概念図。z-軸のまわり
で回転対称 (軸対称)である。色をつけた部分が四重極モー
メントに寄与する。

回転楕円体であるので、核表面は βを変形パラメータとして、

R(θ,φ) = R0[1 + βY20(θ,φ)] (10)

と表される。ここで球面調和関数は、

Y20(θ,φ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) (11)

であるので、楕円は、

短軸：R0

(
1−

√
5

16π
β

)
長軸：R0

(
1 + 2

√
5

16π
β

)
(12)

である。この変形核 (deformed nucleus)の四重極モーメントは、電荷密度を ρe(
4π
3 ρeR

3
0 = Z)

として、

Q = ρe

∫
r2(3 cos2 θ − 1)dr =

∫ R(θ,φ)

0

∫

4π
r2(3 cos2 θ − 1)r2drdΩ

= ρe
1

5
R5

0

∫

4π
[1 + βY20(θ,φ)]

5

√
16π

5
Y20(θ,φ)dΩ (∵ Y20(θ,φ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1))

=
3√
5π

ZR2
0β +O(β2) (∵

∫

4π
Ylm(θ,φ)Yl′m′(θ,φ)dΩ = δll′δmm′)

(13)

となる。
例えば 178

72Hf(ハフニウム)では、四重極モーメントの実験値は、

QHf = 707 fm2 (14)

である 2。この値から βを求めると、

βHf =
QHf

ZR2
0

√
5π

3
=

707 fm2

3√
5π

× 72× (1.12 · 1781/3)2

≈ 0.33

(15)

と求められる。また、近傍の核では、β=0.25–0.35である。
2実験値そのものの値は「−202 fm2」であるが、これは実験室系で回転していることに伴う因子 − 2

7 が掛かったも
のである。ここで必要な値は原子核静止系 (固有座標系)での値であるので、この因子を補正している。
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11.3 原子核の回転励起 11 原子核の変形と集団運動

図 2に示す四重極変形核の概念図において、四重極モーメントに寄与するのは色をつけた部分
である。四重極モーメントに寄与しない内部の球 (白抜き)の半径は、

a = R0

[
1−

√
5

16π
β

]
(16)

であるので、寄与する影の部分の体積は、

∆V =
4π

3
R3

0

[
1−

√
5

16π
β

]2 [
1 + 2

√
5

16π
β

]
− 4π

3
R3

0

[
1−

√
5

16π
β

]3

︸ ︷︷ ︸
4π
3 a3

=
√
5πR3

0β +O(β2)

(17)

である。ゆえに、四重極モーメントに寄与する部分の割合は、

∆V

V
=

√
5πR3

0β
4
3πR

3
0

=
3

4

√
5

π︸ ︷︷ ︸
=0.946

β

≈ β

(18)

である。
従って、β=0.25–0.35であるということは、核全体の陽子数の約 25–35%が四重極モーメントに

寄与する事になる。例えば上に挙げた 178
72Hf の場合には、四重極モーメントに寄与する陽子数は

約 24個になる。以下で見る原子核の回転励起は、このような多数の核子のまとまった運動 (集団
運動)として理解される。

11.3 原子核の回転励起
変形した原子核においては、古典的な回転運動に対応する励起 (回転励起)が起こる。ここでは

簡単のため偶々核 (基底状態のスピンは 0)を考える。回転エネルギーは、古典的なコマとの類推
で、角運動量を I、慣性能率を J とすると、

E =
I2

2J (19)

と書ける。量子力学的には、

E(I) =
I(I + 1)!2

2J (I = 0, 2, 4, 6, · · · ) (20)

となる。詳細は省略するが、変形が軸対称な場合、角運動量 I は偶数に限られる。回転励起の第
一励起状態である 2+状態は、核子対を壊してできる 2+の励起状態 (1 ∼ 2 MeV程度) よりも低
いエネルギー (< 100 keV) に現れる (図 3参照)。
回転励起に対応するエネルギー準位は図 4左に示す特徴的な構造を示す。実際、式 (20)からエ

ネルギーの比を計算すると、慣性能率によらず、
E(4)

E(2)
=

10

3
= 3.33,

E(6)

E(2)
= 7,

E(8)

E(2)
= 12,

E(10)

E(2)
=

55

3
= 18.33,

E(12)

E(2)
= 26, · · · (21)

となることが予想されるが、実際、図 5に示す通り原子核によらず成立していることが分かる。
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図 3: 偶々核の第一 2+ 状態のエネル
ギーの質量数依存性 a。A = 150 ∼ 190

とA > 220の領域のエネルギーが低く、
回転励起状態であることを示している。

a出典：J. S. Lilley 著「Nuclear Physics–
Principles and Applications–」(John Wiley &
Sons, Ltd).

図 4: 左は原子核の回転励起準位とガンマ線放出による脱励起を模式的に示したもの。右は観測
されるガンマ線のエネルギースペクトルである。観測されるガンマ線のピークは回転励起の場合、
等間隔になる。

図 5: 偶々核の回転励起のエネルギー
比E(I)/E(2) a。質量数A = 150 ∼ 190

と A ≥ 224の実験値を示している。実
線は式 (20)に基づく予想である。

a出典：J. S. Lilley 著「Nuclear Physics–
Principles and Applications–」(John Wiley &
Sons, Ltd).
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11.4 慣性モーメント 11 原子核の変形と集団運動

原子核の回転励起状態は原子核反応により励起可能であり、各準位はそれぞれすぐ下の準位へ
ガンマ線を放出して遷移する。例えば、図 4左に示す 10+の準位の下には、0+ ∼ 8+の 5つの状
態があるが、角運動量の変化が少ない遷移の方が起こりやすいため、

10+ → 8+ → 6+ → 4+ → 2+ → 0+ (22)

と順々にガンマ線を放出して遷移する。この時、放出されるガンマ線のエネルギーEγ は、

Eγ(I + 2 → I) = E(I + 2)− E(I) =
!2
J (2I + 3) (23)

であるので、(ゲルマニウム検出器等のガンマ線検出器で測定した)ガンマ線のエネルギースペク
トル (図 4右参照)での、ガンマ線のピーク間の間隔は、

Eγ(I + 4 → I + 2)− Eγ(I + 2 → I) = 4
!
J (24)

と等間隔になる。この等間隔のガンマ線スペクトルは、原子核の変形と回転励起を決定付ける特
徴的スペクトルである。

11.4 慣性モーメント
慣性モーメントの大きさ J と変形の大きさ βの間には、その物質の性質により一定の関係が成

り立つ。一つの極限は完全な剛体であり、

Jrig =
2

5
M︸︷︷︸

AmN

R2
0

[
1 +

√
5

16π
β +O(β2)

]
(25)

である。もう一つの極限として、超流動ヘリウムの様な非圧縮性渦なし流体がある。この場合には、

Jirr =
9

8π
M︸︷︷︸

AmN

R2
0β

2 (26)

となる。
168Erを例にとると、四重極モーメントの測定から、

β = 0.35 (27)

である。回転励起状態からのガンマ線のエネルギーは、

Eγ(2
+ → 0+) = 80 keV (28)

であるので、
Jrig/!2 = 79MeV−1

Jexp/!2 = 37MeV−1

Jirr/!2 = 7.8MeV−1

(29)

である。
その他の原子核に対しても、一般に、

Jirr < Jexp < Jrig (30)

であり、実験値は剛体と超流動体の中間になっている。このことは、定性的には原子核が超流動
体と剛体の混合体であると考えることによって理解できる。
こうして得られた原子核の描像は、対相互作用によって 0+状態にスピンを組んだ 0+核子対が

中心部分に超流動体を形成し、対を形成しない外側の核子が変形に寄与するというものである。
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11.4 慣性モーメント 11 原子核の変形と集団運動

■ 1個の陽子の四重極モーメントQ+の計算
陽子が占有している軌道を (jm)、状態を |jm⟩ とする。クレブシュ・ゴルダン係数の選択則

ml +ms = mから

|jm⟩ = Rnlj(r)
∑

ms

⟨lml
1

2
ms|jm⟩Ylml

|1
2
ms⟩ = Rnlj(r)

∑

ms

⟨lm−ms
1

2
ms|jm⟩Ylm−ms |

1

2
ms⟩

(31)

である。従って状態 |jj⟩は、

|jj⟩ = Rnlj(r)
∑

ms

⟨lj −ms
1

2
ms|jj⟩Ylj−ms |

1

2
ms⟩ (32)

である。
四重極モーメントQ+は、この状態に対する期待値であるので、

Q+ =

√
16π

5
⟨jj|r2Y20|jj⟩

=

√
16π

5
⟨r2⟩

∑

ms

| ⟨lj −ms
1

2
ms|jj⟩ |2

∫

4π
Y ∗
lj−ms

Y20Ylj−msdΩ
(33)

である。
球面調和関数に関する積分は、積分公式、
∫

4π
Y ∗
lmY ∗

λµYlmdΩ =

√
2λ+ 1

4π
⟨lmλµ|lm⟩ ⟨l0λ0|l0⟩ (34)

を用いると、
∫

4π
Y ∗
lj−ms

Y20Ylj−msdΩ =

√
5

4π
⟨lj −ms20|lj −ms⟩ ⟨l020|l0⟩ (35)

である。したがって、Q+は、

Q+ = 2 ⟨r2⟩ ⟨l020|l0⟩
∑

ms

| ⟨lj −ms
1

2
ms|jj⟩ |2 ⟨lj −ms20|lj −ms⟩ (36)

となる。
ここで、jは j + 1

2 と j = l− 1
2 の 2通りの場合があり、それぞれ別に、対応するクレブシュ・ゴ

ルダン係数を計算する必要がある。まず、⟨l020|l0⟩は共通で、公式から 3、

⟨l020|l0⟩ = − l(l + 1)√
(2l − 1)l(l + 1)(2l + 3)

(37)

である。次に、⟨lj −ms
1
2ms|jj⟩ と ⟨lj −ms20|lj −ms⟩についても、ms ± 1

2 それぞれについて公
式から次の表の値を得る。

3参考文献：A. R. Edmonds, Angular Momentum in Quantum Mechanics (Princeton University Press, 1974).
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j = l + 1
2 j = l − 1

2

⟨lj −ms
1
2ms|jj⟩

⟨lj − 1
2
1
2 + 1

2 |jj⟩ 1 1√
2l+1

⟨lj + 1
2
1
2 − 1

2 |jj⟩ 0
√

2l
2l+1

⟨lj −ms20|lj −ms⟩
⟨lj − 1

220|lj −
1
2⟩

l(2l−1)√
(2l−1)l(l+1)(2l+3)

(2l−1)(l−3)√
(2l−1)l(l+1)(2l+3)

⟨lj + 1
220|lj +

1
2⟩

(2l+3)(l+1)√
(2l−1)l(l+1)(2l+3)

l(2l−1)√
(2l−1)l(l+1)(2l+3)

これらのクレブシュ・ゴルダン係数を用いてQ+を計算すると、

Q+ =

⎧
⎨

⎩
− 2l

2l+3 ⟨r
2⟩ j = l + 1

2

−2(l−1)
2l+1 ⟨r2⟩ j = l − 1

2

(38)

を得る。得られた式は jに対する表記にすると同じになり、

Q+ = −2j − 1

2j + 2
⟨r2⟩ (39)

となる。
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コラム：原子核の形とダイナミクス (「物理学 70の不思議」より)✓ ✏
　原子核は、陽子と中性子からなる孤立した液滴のようなもので、表面があり振動したりす
る。古典的な液滴なら球形になるだけだが、原子核には超流動性があり、さまざまな「形」を
とる。原子核のなかではたくさんの陽子や中性子が高密度に密集しているにもかかわらず、原
子と似た単一粒子軌道、閉殻構造および魔法数という概念が成り立ち、それらが形の形成の
基礎となっている。
　一般に、陽子数または中性子数が魔法数に近ければ、基底状態は球形になる。魔法数から
離れると 1粒子準位密度が上がり、回転対称性が自発的に破れ、原子核は変形する。多くの場
合はプロレート型 (ラグビーボール型)に変形し、回転する。この原子核の形は 1つに限るわ
けではなく、複数の形が同時に共存しうる。球形や変形した状態と、そのうえにできるさまざ
まな準粒子励起状態が競合した結果、原子核の量子状態が決まり、電磁遷移などの原子核の性
質を特徴づける。
　たとえば、形の競合の妙のために、励起状態にもかかわらず長寿命になることがあり、それ
が元素合成のあり方を左右しうる。また、新奇な形として、バナナ型や正四面体、トーラス
型まで理論的に予言されており、それが生み出すメカニズムの研究が精力的に進められてい
る。近年研究が進みつつある不安定核では、単一粒子軌道の構造を決める魔法数さえ変化し、
予期できない複雑な形やその競合が現れうる。原子核の量子状態を不安定核まで含め、統一
的に核力から第一原理的に導き、新奇な形とそのダイナミクスを予言することは、原子核理
論の大きな挑戦となっている。
　ある種の原子核を高速に回転させると、長軸と短軸の比が 2 : 1 となる超変形 (スーパー変
形)といわれる形が現れる。さらに速く回転させると、原子核が分裂してしまう前に、長軸と
短軸の比が 3 : 1 のハイパー変形になるのではないかと考えられている。このハイパー変形の
探索は、未知の部分がまだ多い核分裂のダイナミクスの理解につながると期待される。

✒ ✑
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11.4 慣性モーメント 11 原子核の変形と集団運動

演習問題11

1. 172
72Hf(ハフニウム)の基底状態および励起状態のエネルギーとスピンは下の表のようになっ
ている。このデータを用いて、それぞれの励起状態について原子核の慣性モーメント J を
求めよ。また、得られた値を、原子核を剛体球と見なした場合の慣性モーメント 2

5
MR2 (M

とRはそれぞれ、原子核の質量と半径である)と比較せよ。

エネルギー (MeV) 0 0.095 0.309 0.628

スピン 0 2 4 6

計算・メモ用余白
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